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0.1 Tor and Ext

Drived fanctorと聞いて思い起こすのは淡い青春の日々……ではなく、torsion加群
や extension加群である。

Proposition 0.1.1

M を R-moduleとする。このとき、M と tensor積をとる関手

F = ⊗M : ChR −→ ChR

は total left derived fanctorを持つ。

proof)　　 cofibrant object間の acyclic cofibrationが weak equivalenceに移るか
どうかを確かめればよい。

i : A −→ B

を cofibrant object間の acyclic cofibrationとする。

0 −→ A −→ B −→ B/A −→ 0

は i が cofibration より、分解する短完全列で、B ∼= A ⊕ B/A である。また、こ

の短完全列からホモロジー群の長い完全列を誘導すると、i が weak equivalence よ
り、H∗(B/A) = 0 となり、B/A は acyclic である。思い起こすと、acyclic で pro-
jective moduleからなる chain complexは Pk を projective moduleとして、B/A ∼=
⊕k=1D(Pk, k)という分解があった。これにより、D(Pk, k)⊗Mも acyclicであるため、

H∗(B/A; M) ∼= ⊕H∗(D(Pk, k); M) = 0

よって、

0 −→ A⊗M −→ B ⊗M −→ B/A⊗M −→ 0

から誘導されるホモロジー完全列により、

F (i) : A⊗M −→ B ⊗M

は weak equivalenceであることがわかる。
□

Remmark 0.1.2
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R-module である M と A に対し、Tor(A,M) の定義を思い返そう。A の射影的

分解、

· · · −→ Cn −→ · · · −→ C1 −→ C0 −→ A −→ 0

を考えたとき、このとき chain complexである C ⊗M のホモロジー群が Tor∗(A,M)
であった。

· · · Cn · · · C1 C0 0

· · · 0 · · · 0 A 0

-

?

- -

?

-

?

-

?
- - - - -

の図式を考えれば、ホモロジー群を取ると一致する。つまり、C −→ K(A, 0) は
weak equivalence である。つまり、Ho(ChR) 上で C ∼= K(A, 0) である。よって、
LF (C) ∼= LF (K(A, 0))。またCは cofibrantであるので、LF (C) ∼= F (C)を踏まえる
と、Ho(ChR)上でLF (K(A, 0)) ∼= F (C)である。つまり、ChR上ではLF (K(A, 0)) ∼
F (C) であるので、ホモロジー群を取ると同型になる。つまり、

H∗(LF (K(A, 0))) ∼= H∗(F (C)) = Tor∗(A,M)

となる。

Torについて考えたのなら、Extについても考えたい。双対の概念を踏まえるなれ
ば fibrant、そして right derived fanctorが関わってくるのは容易に想像がつく。

Proposition 0.1.3

M を R-moduleとする。このとき、M と Homをとる関手

G = Hom( , M) : Chop
R −→ ChR

は total right derived fanctorを持つ。本来なら Homは反変換手だが、Chop
R にして

共変関手と見ている。

proof)　　 fibrant間の acyclic fibrationが weak equivalenceに移る事を示せばよ
い。ここで、Chop

R における fibrationとは cofibrationのことであるため、fibrantも
cofibrantを意味する。よってこの証明は Prop 0.1.1を習えばよい。

□
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Remmark 0.1.4

R-module である M と A に対し、Ext(A,M) の定義を思い返そう。A の射影的

分解、

· · · −→ Cn −→ · · · −→ C1 −→ C0 −→ A −→ 0

を考えたとき、このとき cochain complex である Hom(C, M) のコホモロジー群が
Ext∗(A,M)であった。Remmark 0.1.2と同じくC −→ K(A, 0)はweak equivalenceで
ある。つまり、Ho(Chop

R )上でC ∼= K(A, 0)である。よって、RG(C) ∼= RG(K(A, 0))。
またCはfibrantであるので、RG(C) ∼= G(C)を踏まえると、Ho(Chop

R )上でRG(K(A, 0)) ∼=
G(C) である。つまり、Chop

R 上では RG(K(A, 0)) ∼ G(C) であるので、コホモロ
ジー群を取ると同型になる。つまり、

H∗(RG(K(A, 0))) ∼= H∗(G(C)) = Ext∗(A,M)

となる。
□

Theorem 0.1.5

HomHo(C)(K(A, 0),K(B, n)) ∼= Extn(A,B)である。

proof)　　K(A, 0) ∼ C で C は cofibrantである。よって、

HomHo(C)(K(A, 0),K(B, n)) ∼= HomHo(C)(C, K(B, n)) = π(C, K(B, n))

である。このとき、K(B, n)の good path objectであるX として、

Xi =





B ⊕B i = n

B i = n− 1

0 otherwise

が考えられる。ただし、Xn −→ Xn−1は (b0, b1) 7→ b0 − b1で与えられている。さら

にこのとき、q : K(B,n) −→ X は、q(b) = (b, b)で、pi : X −→ K(B, n)（i = 0, 1
）pi(b0, b1) = bi（i = 0, 1）とする。K(B,n)の path objectはX 以外にも考えられ

るが weak equivalenceで同一視できるので問題ない。f : C −→ K(B,n)において、
fn : Cn −→ B は、fn ◦ ∂ = 0を満たす。逆に言えば、f はこのような fn : Cn −→ B

からなる。これより、同型

Hom(C,K(B,n)) −→ ker δ ⊂ Hom(Cn, B)



4

が、f 7→ fnにより定まる。また、f, g ∈ Hom(C, K(B, n))に対し、f
r∼ g とすると、

その right homotopyであるH : C −→ X が存在し、p0 ◦H = f , p1 ◦H = gを満た

す。ここで、

Hn−1 : Cn−1 −→ Xn−1 = B

を考える。
Cn Cn−1

Xn Xn−1

-∂

?

Hn

?

Hn−1

-
∂

の可換図を考えれば、Hn−1 ◦∂ = ∂ ◦Hn = fn−gn これはつまり、δ(Hn−1) = fn−gn

であるので、[fn] = [gn] ∈ Hn(Cn; B) = Extn(A, B) となり、πr(C, K(B, n)) −→
Extn(A, B)が導かれ、同型となる。ここで、Cは cofibrantであったから、πr(C,K(B,n)) =
π(C, K(B,n))である。

□


